Naglasci za izborni kolegij:
Matematicke metode u kemijskom
inZenjerstvu

Napomena. U dokumentu je ugrubo skiciran sadrzaj i znacenje kolegija.
Svrha skice je olakSavanje pracenja izlaganja u Kreyszigu (Advanced engineer-
ing mathematics, Chapters 4,8 and 9.) te izrade radnje.

Primjena matematike u inZenjerstvu grubo se moze skicirati sljede¢om she-
mom (sl.1.):
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Tipic¢an primjer primjene jesu diferencijalne jednadZbe (obi¢ne i parcijalne).
Zapocinje se formulacijom inZenjerskog problema. U drugom se koraku postavlja
diferencijalna jednadzba (na osnovi eksperimenta ili razumnih teoretskih pret-
postavaka). U treéem koraku ta se jednadzba rjeSava, a u cetvrtom se se to
rjeSenje tumaci i usporedjuje s eksperimentalnim podatcima. RjeSavanje difer-
encijalnih jednadzba moZe biti egzaktno ili priblizno (numericke metode).

Ovu ¢emo shemu ilustrirati na problemu radioaktivnog raspada.



1. korak - formulacija inZenjerskog problema.
Treba opisati kako se, tijekom vremena, raspada radioaktivna materija.
2. korak - formulacija matemati¢kog problema.
Uvedimo oznake:
t vrijeme
y(t) koli¢ina radioaktivne materije (na primjer (C' — 14)), u trenutku ¢
Yo := y(0) kolifina radioaktivne materije u pocetku (za t = 0).
Problem opisa radioaktivnog raspada prelazi u matematicki problem odredji-
vanja y(t) u ovisnosti o t.
Ovo je bilo grubo, nacelno postavljanje matematickog problema. Sad ga treba
konkretizirati i pri tom nastaju dodatne poteskoc¢e. Da pojednostavnimo prob-
lem, ograni¢it ¢emo se na raspad u izoliranim uvjetima. S problemom se upoz-
najemo pokusom; glavna je poteskoca dovoljno pouzdanih mjerenja (na primjer,
teski elementi poput C'— 14 raspadaju se vrlo sporo pa je tesko doé¢i do podataka
u girokoj vremenskoj skali). Zato treba naci metodu koja ¢ée iz lokalnih rezul-
tata dati globalne.
Intuitivno je jasno da je y(t) neka padajuca funkcija. Uo¢avamo dva podkoraka:
(i) - Eksperimentalno odredjivanje diferencijalne jednadZbe raspada.
Intuitivno je jasno, a potvrdjuje se pokusom, da je koli¢ina raspadnute materije,
izmedju dvaju relativno bliskih mjerenja u vremenima ¢ i ¢t + At, priblizno pro-
porcionalna proteklom vremenu At i koli¢ini y(¢) materije u vremenu ¢. Dakle,
postoji pozitivna konstanta k (ovisna samo o vrsti radioaktivne materije, a ne i
o vremenu), koju priblizno odredjujemo eksperimentom, tako da bude:

Ay ~ —ky(t)At
Naime, koli¢ina raspadnute materije je
y(t) —y(t+ At) = —Ay
(predznak minus je jer se koli¢ina smanjuje). Sve se moZe zapisati i kao:

Ay
At T
(ii) - postavljanje diferencijalna jednadZba raspada

Iz gornje priblizne jednadzbe naslu¢ujemo diferencijalnu jednadzbu raspada
(skupa s poCetnim uvjetom):

ky

3. korak - rjesavanje matematic¢kog problema, tj. diferencijalne jed-
nadzZbe.

% = —kdt, pa je fiyy = [(—kdt), tj.

Iny = —kt + InC (tu smo iskoristili da je y(¢) > 0 za sve ¢ i konstantu smo,
napisali kao In C). Sad je:
y = elnC-kt — nCe=kt — e~k 5 iz uvjeta y(0) = o, dobijemo C = y.

Konac¢no, imamo:

y = yoe M

§to mozemo zapisati i kao:



Da bismo raspad opisali do kraja potrebno je znati koeficijent k. Na primjer, za
(C'—14) je k = 1.244-10~* (priblizno, uz uvjet da se vrijeme mjeri u godinama)

(sl.2.).
g

d. et
‘:}5:‘&\9'&

2

A 2

4. korak - rjeSenje inZenjerskog problema
U ovom je slucaju jasno kako treba tumaciti teoretsko rjeSenje. Ipak, to teo-
retsko rjeSenje treba usporediti s eksperimentalnim podatcima. Ako postoji
ozbiljnije odstupanje teoretskih podataka od eksperimentalnih, rjeSenje treba
odbaciti ili korigirati. Postoje matematicke metode za ovaj postupak. Na prim-
jer, metodom najmanjih kvadrata koeficijent k£ mozemo optimizirati tako
da odstupanja, u prosjeku, budu minimalna.

Fourierovi redovi.
Pri matematickom rjeSavanju inzenjerskih problema ¢esto se koristi razvoj funkcija
u Fourierov red. Navest ¢emo glavne ideje.

1. Pojam vektorskog prostora, baze i skalarnog produkta.

Ideja vektora u prostoru, koji €¢ine trodimenzionalni vektorski prostor (naime
svaki se vektor jednozna¢no predocuje pomocu jedini¢nih vektora 1,j,k - koji ¢ine
bazu), jedna je od najvaznijih matematickih ideja i jedna od najplodonosnijih
u primjenama. Ona se prenosi i u opéenitije okolnosti. Tu je vazno istaknuti
temeljno svojstvo vektora:

oni se mogu zbrajati i mnoziti sa skalarom (brojem) - te operacije imaju poznata
svojstva, donekle poput svojstava operacija s brojevima.

Primjeri:

(i) polinomi ¢ine beskonaéno dimenzionalan vektorski prostor s bazom 1, z, 22, ...
(svaki se polinom jednozna¢no zapisuje pomoc¢u potencija, tj. kao linearna kom-
binacija potencija, primjerice f(z) := 23 —2z+5 znadi: 514+ (—2)z+0-2%+1-2%).
(ii) sve funkcije (na cijelom skupu realnih brojeva ili na nekom intervalu) takod-
jer ¢ine beskonatno dimenzionalan vektorski prostor (naime one se mogu zbra-
jati i mnoziti sa skalarom), samo $to je tu teZe nac¢i bazu.



Inace, nije teSko prihvatiti funkcije kao vektore. Naime, ideja vektora i jest u
tome da nosi vise informacija (a ne jednu, poput broja - skalara), a funkcija nosi
beskona¢no mnogo informacija.

(iii) Mnoge vazne funkcije mogu se razviti u Taylorov red oko neke tocke. Na
primjer, razvoj oko nule moze se shvatiti kao rastav po potencijama koje ¢ine
bazu (na neki nafin):
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Naravno, postoje analogni rastavi oko bilo kojeg broja xg, tj. po potencijama
od (x — xg):

F'(@o)  \ "(@0) o, F"(@0) 5

1 2! 3!

f(@) = f(zo) +

2. Temeljne periodne funkcije.
Umyjesto redova potencija, tj. rastava po potencijama, postoje razvoji po nekim
drugim funkcijama. Za periodne funkcije najvazniji je rastav po trigonometri-
jskim funkcijama
sin(nzx), cos(nz)

zan = 1,2,3,.... Ideja je da se nadje pogodan matematicki aparat za opi-
sivanje periodnih pojava, poput titranja, za simuliranje glazbe i sl..
Trigonometrijske funkcije

sin(z), cos(z) imaju period 27

funkcije sin(2z), cos(2z) imaju period 7 ,

funkcije sin(3x), cos(3z) imaju period 2% (sl. 3),
funkcije sin(nx), cos(nz) imaju period g".

n




Vidimo da je period manji §to je n veéi, pa se time opisuju sve finija jednos-
tavna titranja.
Kako je slozeno titranje sastavljeno od jednostavnih (s razli¢itim frekvencijama
i amplitudama), nadamo se da ¢emo ga moci opisati kao linearnu kombinaciju
ovakvih funkcija. Tim se problemom bavi Fourierova analiza.

3. "Duljina" funkcije, "okomite" funkcije.
Za rjeSenje problema rastava periodnih funkcija pomocu temeljnih, general-
iziramo pojam duljine vektora i skalarnog produkta vektora u prostoru. Oni
se zasnivaju na relacijama:
(i) li| = |j| = |k| =1 (jedini¢ni vektori imaju duljinu 1)
(i)i-j=j-k=k-i=0;
iri=j-j=k-k=1
odakle se onda dobiju formule:

la| = Va-a=/a} + a3 + a3
za duljinu vektora a = a1i + agj + ask i

a-b= a1b1 + CLQbQ + agbg

za skalarni produkt vektora a, b.
Osim §to se pomocu skalarnog produkta dobije kut medju vektorima, prema
formuli

a-b

O30 = Tl ol

vazno je to da se pomocu njega dobije prikaz vektora pomocu i, j, k.

Naime, ako je a = aji+ asj+ask,ondajea-i=a1, a-j=aq, a-k=uas

U Fourierovoj se analizi pokazuje da ne§to sli¢no tome vrijedi i za periodne
funkcije. To ¢emo sad ugrubo skicirati.

Za vektorski prostor funkcija zadanih na nekom intervalu [c,d] moZemo
definirati skalarni produkt < f, g > funkcija f, g:

d
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(mogli smo pisatii f - g, ali je < f, g > uobifajenije).
Takodjer definiramo duljinu funkcije (koja se sluzbeno zove norma - oznaka

| f1D):
d
|f|::W:W

Duljina funkcije bi se mogla definirati i kao || f ||1:= fcd |f(z)|dz (to je tzv.
"jedan norma'), §to se geometrijski interpretira kao povrsina (sl.4.), medjutim,
pokazuje se da je, za mnoge probleme pogodnija ona spomenuta - tzv. "dva
norma').

Sad, uvjetno, mozemo govoriti o "kutu medju funkcijama", posebice, funkcije
su "okomite" ako je njihov skalarni produkt jednak 0.



Funkcije sin(x) i cos(z) dovoljno je gledati na intervalu [—m, 7| jer imaju
period 27 (kolika je i duljina tog intervala). I ostale funkcije sin(nx), cos(nx)
mogu se gledati na tom intervalu. Najvaznije njihovo svojstvo jest to da su one,
skupa s konstantnom funkcijom 1, medjusobno okomite (ortogonalne), tj.

/ sin(ma) sin(nx)dz = 0, za m # n

—T

/ cos(mz) cos(nx)dr =0, zam #n

—T

/ sin(ma) cos(nz)dx =0

/ 1-sin(mz)dr =0

—T

™
/ 1-cos(mz)dr =0
—Tr

Zato se, poput onoga kako se svaki vektor u prostoru moze predociti pomocu
i,j,k, tako se svaka dovoljno razumna periodna funkcija f perioda 2w, moZe
predociti pomocéu gornjih funkcija, tj.,

ako je f(x+2w) = f(x) 7za sve x, onda postoje realni brojevi ag, a, by, as, ba, ...
tako da bude

f(x) = ag+[ay cos(x)+by sin(x)]+[as cos(2x)+bg sin(2z)]+]as cos(3z)+bs sin(3z)]+...

To proizlazi iz svojstava integrala redova funkcija, a sam se rezultat moze vrlo
strogo matematicki definirati i dokazati. Takodjer, analogno onome kako je kod
vektora u prostoru bilo a; = a - i, tako ¢e i ovdje biti

1

an = — < f(zx),cos(nx) >= % " f(z) - cos(nz)dx



Koeficijent dolazi zato §to su nafe temeljne funkcije duljine %, a ne jedinicne.

To vrijedi za sve te funkcije osim konstante 1, koja je duljine 27, pa je, iznimno:
1 ™

ap = % < flz),1 >= or flx)dx

—T

Sli¢no se dobije
1 . 1 [" .
b, = = < f(x),sin(nz) >= ~ f(x) - sin(nz)dx
T T J _n

Time je rijeSen problem rastava (razumne) periodne funkcije u trigonometrijski
(Fourierov) red. Naravno da se u praksi koristimo nekim kona¢nim odsjeckom
tog reda.

Takodjer, analogne formule vrijede za funkcije periodne na [—T, T, za bilo koji
T. Napomenimo da su formule za parne, odnosno neparne funkcije bitno jednos-
tavnije (kod parnih se pojavljuju samo kosinusi, a kod neparnih samo sinusi).
Konacno, analogni rastavi postoje za svaki skup ortogonalnih funkcija, a ne
samo trigonometrijskih, i mnogi od njih imaju vaZnu primjenu (sve se to moze
vidjeti u Kreyszigu, poglavlje 8.).

Parcijalne diferencijalne jednadzZbe
Vidjeli smo kako se problem radioaktivnog raspada (u idealnim uvjetima) svodi
na obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 1. reda

y'(t) = —ky
s pocetnim uvjetom
y(0) = wo.

Sli¢no bismo pokazali da se problem idealnog titranja svodi na obi¢nu difer-
encijalnu jednadzbu 2. reda
y"(t) + K*y(t) =0 (%)
s pocetnim uvjetima:
(i) y(0) = A
(i) /' (0) = 0.
Tu je ¢ vrijeme i Cestica titra po y osi izmedju tocaka (vrijednosti) Ai —A (A
je amplituda) i poCetni uvjet y(0) = A govori da je u t = 0 Cestica u polozaju
A, dok pocetni uvjet 3'(0) = 0 govori da je brzina u t = 0 jednaka nuli (3to je
prirodno). Sama jednadZba je matematicki zapis ¢injenice da titranje uzrokuje
sila proporcionalna udaljenosti od ishodista (i da djeluje prema ishodistu); sve
se moze eksperimentalno potvrditi kod titranja vrha vrlo elasti¢ne opruge -
koeficijent k£ je karakteristika materije, koja ¢e, o€ito, utjecati na frekven-
ciju titranja. Zaista, standardnom se metodom dobije da je rjeSenje oblika
y(t) = C1cos(kt) + Cysin(kt), za neke konstante C1,Cs, a iz pocetnih uvjeta,
dobije se jedinstveno rjeSenje

y(t) = Acos(kt)

Lako se provjeri da ovo rjeSenje zadovoljava gornju diferencijalnu jednadzbu i
pocetne uvjete; takodjer, da ono zaista opisuje titranje Cestice po y-osi izmedju
vrijednosti A i —A. Deriviranjem se dobije brzina u svakom trenutku:

v(t) := o (t) = —Aksin(kt)



Za razlicite k, titranje ima razlicite frekvencije.
Jasno je da, opcenito, titranje nije u idealnim uvjetima, ve¢ postoje odredjene
smetnje, i tada je, na primjer, pripadajuca diferencijalna jednadzba oblika

y"(t) + K*y(t) = g(t)

, gdje funkcija g opisuje karakter smetnje, uz uvjet da ta smetnja ovisi samo o
vremenu.

Da je diferencijalna jednadzba bila treceg reda trebalo bi imati tri pocetna
uvjeta itd. Opcenito, diferencijalna jednadzba, skupa s pocetnim uvjetima,
zove se Cauchy-ev problem. Taj je problem idealni, matematicki analogon
odgovarajuéeg stvarnog, inzenjerskog problema u kojemu se pojavljuju dvije
medjusobno zavisne veli¢ine (u ovom primjeru y i t). Sli¢no bi bilo da se, na
primjer, pojavljuju veli¢ine z,y koje zavise o veli¢ini ¢: tada bi imali sustav
obi¢nih diferencijalnih jednadzba skupa s pocetnim uvjetima.

U ovim smo primjerima vidjeli da je rjeSenje jedinstveno. U teoriji obi¢nih difer-
encijalnih jednadzba, strogo matematicki se dokazuje da je uvijek tako, ako su
zadovoljeni odredjeni prirodni uvjeti, koji se mogu precizno definirati.

Postoje mnogi problemi u kojima se pojavljuje veli¢ina koja ovisi o vise
drugih nezavisnih veli¢ina. Tada se prirodno javljaju parcijalne diferenci-
jalne jednadZbe.

Na primjer, pri titranju elasti¢ne niti pojavljuju su tri veli¢ine:

t - vrijeme

x - veli¢ina koja registrira horizontalni polozaj cestica.

y - veli¢ina koja registrira vertikalni otklon pri titranju (tada su x i y-osi i
fizikalno i matematicki medjusobno okomiti).

Jasno je da veli¢ina y ovisi 1 0 t i 0 « (naime vertikalni otklon titrajuce Ces-
tice ovisi i o vremenu t i o vrijednosti x - naime ona jednozna¢no odredjuje tu
Cesticu). Zato piSemo

y = u(z,t)
Pokazuje se (uz odredjene prirodne pretpostavke u idealnim uvjetima) da je
pripadna parcijalna diferencijalna jednadzba oblika

Pu 0%

o2 = a2

gdje je ¢ neka konstanta, a mi kratko, piSemo u umjesto u(x,t). Naravno da
smo to mogli pisati i kao
%y _ 0%
o2~ oa?
To je parcijalna diferencijalna jednadzba 2. reda. Uz nju idu jo§ pocetni i rubni
uvjeti. Da ih postavimo predpostavimo da je nit duljine L i da je u¢vrSéena na
x osi u totkama z =01z =L (sl.5.).
Tada imamo prirodne:
(i) rubne uvjete: u(0,t) = u(L,t) =0 za sve t
(ii) pocetne uvjete:
(1) u(z,0) = f(z), za neku funkciju f
(2) 5 Ju (x 0) = g(x) za neku funkciju g.
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Matematicko rjeSenje mozete vidjeti u Kreyszigu, poglavlje 9. Za to rjesenje
potrebno je poznavanje Fourierove anlize. Treba uociti da se tijekom rjeSavanja
pojavljuju obi¢ne diferencijalne jednadzbe tipa (*), koja opisuje titranje jedne
Cestice. To je prirodno, jer se titranje niti moze zamisljati kao titranje beskon-
afno mnogo Cestica (iako ne nezavisno jedno od drugog).

Uz jednadzbu titranja, narocito su vazne toplinska jednadZba, Laplaceova
jednadzba % + giy’; = 0 i Poissonova jednadZba % + gi;; = f(z,y),
koje se pojavljuju u mnogim problemima (vidi pogl. 9. u Kreyszigu). Razvi-
jena je teorija parcijalnih diferencijalnih jednadzba koja je i danas jedno od
vaznijih matematickih podruéja. Glavna podjela parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzba jest na eliptike, paraboli¢ke i hiperboli¢ke (vidi Probleme 13 i 14
u Kreyszigu, poglavlje 9.4).

Laplaceova transformacija.

U matematici ima vige vrsta transformacija funkcija: Fourierova, Laplaceova,
Poissonova, Mellinova itd. Zajednicko im je da se definiraju pomoc¢u integrala
pa se zovu i integralne transformacije, a nastale su iz dubokih matematickih
i prakti¢nih razloga. Uz druge vaZne primjene, Laplaceova transformacija ima
i primjenu u rjeSavanju linearnih diferencijalnih jednadzba (skupa s pocetnim
uvjetima - Cauchyev problem). Ta se primjena moze skicirati ovako:




Za razumijevanje Laplaceove transformacije potrebno je poznavati pojam
nepravog integrala, pojam vektorskog prostora (u ovom slu¢aju to ¢e biti vek-
torski prostor funkcija definiranih bar za sve pozitivne brojeve) i pojam lin-
earnog operatora. Linearni operator je transformacija na vektorskim pros-
torima koja zbroj prebacuje u zbroj, razliku u razliku, i, opcenito, linearnu
kombinaciju u linearnu kombinaciju. To znadi (za prostore funkcija i linearni
operator A):

A(f +9) = A(f) + Alg)
A(cf) = cA(f)
i, opéenito,

Aaf + Bg) = aA(f) + BA(g)

Na primjer, za kona¢no dimenzionalne prostore, linearni operatori su upravo
transformacije koje se mogu zapisati pomoc¢u matrica.

Za beskona¢no dimenzionalne prostore, poput prostora funkcija, linearni je oper-
ator, na primjer, operator deriviranja D, koji djeluje kao D(f(z)) := f’(z) (nar-
avno da on ne djeluje na svim funkcijama, ve¢ samo na derivabilnim). Naime:

D(f +g) = D(f)+ D(g)

D(cf) = eD(f)
Taj operator ima i dodatna svojstva, na primjer D(fg) = D(f)g + fD(g) i
D(fog) =I[D(f)og]D(g) itd.
Analogno tome, Laplaceova transformacija L djeluje na funkcijama prema
pravilu:

L)) = [ e

0

Tu treba uociti sljedece:

(i) tradicionalno argument od f oznatavamo kao ¢

(ii) tradicionalno argument od L(f) ozna¢avamo kao s

(iii) unutar integrala s je fiksiran, a ¢ se mijenja, pa pri integriranju ¢ nestaje, a
s ostaje.

(iv) Da dobijemo vrijednost Laplaceove transformacije funkcije f u s, funkciju
najprije mnozimo eksponencijalnom funkcijom e~*!, potom integriramo po poz-
itivnim brojevima - dobijemo broj koji mozemo shvatiti kao neku srednju vri-
jednost funkcije f.

Takodjer L(f) se tradicionalno oznacava kao F', pa imamo analogni zapis

F(s):= /OO e Stf(t)dt

0

Logika je da od malog "ef" nastaje veliko "ef", sli¢no je G Laplaceova transfor-
macija od g, H Laplaceova transformacija od h, Y (s) Laplaceova transformacija
od y(t) i sl.

Treba napomenuti da ne treba brkati Laplaceovu transformaciju s Laplaceovim
operatorom (koji, uobi¢ajeno oznacava operator A := 88722 + 38—:2, koji funkciji f

dviju varijabla x, y pridruzuje funkciju A(f) := %—&—%’; - povezan s Laplaceovom
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diferencijalnom jednadzbom).

Zbog svojstava integrala (zbroj prelazi u zbroj i konstanta se moZe izluciti
ispred integrala), vidimo da je Laplaceova tansformacija linearni operator. Ona
ima vazna dodatna svojstva. Na primjer.

(I) L(e* f(t)) = F(s —a)

(1) L(f') = sF(s) = f(0)

L(f") = s*F(s) = sf(0) — f'(0)

L(f") = s*F(s) — s*f(0) — s f'(0) — f"(0) itd.

Lako se vidi da je L(0) = 0, L(1) = %, L(e*") = -L-. Za mnoge druge
rezultate pogledajte tablicu koja napravljena uz pomoé¢ svojstava ili izravnog
raCunanja (iz nje se mogu ocitavati i vrijednosti inverzne transformacije).
Pomocu svojstva (II) diferencijalna se jednadzba prevodi u algebarsku. Ko-
rake navedene na pocetku opisujemo na primjeru kojeg smo spominjali prije
(titranje):

1. korak (poc€etni problem). Treba rijesiti Cauchyev problem:

y"(t) + K*y(t) = 0, y(0) = A, y'(0) =0
2. korak (pretvaranje u algebarski problem - Laplaceova transformacija):
s2Y () — sy(0) — 4/ (0) + k*Y (s) = 0

tj. (s2+ k%)Y (s) — As=0.
3. korak (rjesavanje algebarskog problema)

As

Y(s) = e

4. korak (rjeSavanje izvornog problema).
Iz tablica Laplaceovih transformacija o¢itamo

y(t) = Acos(kt)

kako smo i tvrdili da je rjeSenje.
Vise o Laplaceovoj transformaciji mozete saznati u Kreyszigu, poglavlje 4.
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